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1. Въведение 

В последните години се наблюдава засилен интерес към 
цилиндричните предавки с несиметрично еволвентно зацепване 
[3,5,6,7]. Използването на тези предавки води до редица пре-
димства, най-същественото от които е повишаването якостта на 
предавката в работното направление на движение чрез увели-
чаване на активния за сметка на пасивния ъгъл на зацепване. 

Редица други предимства на еволвентното зацепване, 
свързани най-вече с възможността за геометрично влияние вър-
ху якостта на зъбите и вписване на зъбната предавка в зададено 
междуосово разстояние, се дължат на радиалното коригиране 
на зъбните колела, получено чрез традиционното изместване на 
изходния контур [4]. Според авторa на настоящата работа при-
ложната област на цилиндрични предавки може да се разшири, 
ако едновременно с радиалното коригиране се осъществи и та-
ка нареченото „тангенциално коригиране” на зъбните колела 
[1,2]. Предимствата на получените по този начин двустранно 
коригирани предавки се изразяват в повишаване на обемната 
якост на зъбите и избягване на заострянето им, особено при 
проектиране на колела с малък брой зъби.  

В настоящата работа се предлага обобщен метод за гео-
метрично проектиране на двустранно коригирани еволвентни 
предавки със симетрично и несиметрично зацепване, при който 
традиционният метод се явява частен случай. 

2. Предпоставки за изграждане на обобщена  
теория на еволвентното зацепване 

Съвместяването на радиалното с тангенциалното кориги-
ране и предлагането на нов обобщен изходен контур (ОИК) за 
дефиниране на зъбните колела се явяват основни предпоставки 
за разработване на обобщена теория (ОТ) за геометрично про-
ектиране на еволвентното зацепване, с която значително може 
да се разшири областта на неговото съществуване. 

2.1 Обобщен изходен контур 
Основната причина за ограничените възможности на тра-

диционната теория (ТТ) на еволвентното зацепване произтича 
от частния случай на дефиниране на традиционния изходен 
контур (ТИК), определен с четири независими параметъра. В 
тази връзка предложеният на фиг.1 ОИК [1], за разлика от ТИК, 
има несиметрични профили и се дефинира от осем независими 
параметъра: модул m , активен профилен ъгъл α , пасивен 
профилен ъгъл α ^, коефициент на височина на зъба h* и висо-
чинните коефициенти g1

*, g2
*, g1

^*, g2
^* на преходните участъци, 

при което модулът,  както и в ТТ,  се  явява  мащабен  фактор и 
(1)  mhh *= ,    mgg *

11 = ,    mgg *
22 = ,    mgg ^*

1
^
1 = ,    mgg ^*

2
^
2 = . 

 

 
Фиг.1 Обобщен изходен контур и произвеждащи профили 

 
При дефинирането на ОИК, за разлика от ТИК, се влага 

по-широк смисъл и по отношение на получаваните произвеж-
дащи профили. В тази връзка ОИК определя геометрията на 
два различни в общия случай произвеждащи профила. С еди-
ния (ПП1) се профилира инструменталният гребен за нарязване 
на малкото колело, а с другия (ПП2) – инструменталният гре-
бен за голямото колело на зъбната предавка. Освен това разпо-
ложението на срещуположните профили в произвеждащите 
гребени е получено чрез тангенциално изместване на наклоне-
ните линии от ОИК. При това тангенциалните измествания Xτ1 
и Xτ2 в двата произвеждащи профила са положителни, ако ши-
рината на междузъбието по средната права на произвеждащия 
гребен е по-голяма от дебелината на зъба. В обратния случай 
Xτ1 и Xτ2 са отрицателни. ОИК, ПП1 и ПП2 се различават по-
между си не само по отношение на тангенциалното изместване, 
но и по големината, броя и местоположението на преходните 
участъци. В този смисъл ОИК се дефинира от четири различни 
преходни участъка, а в произвеждащите профили тези участъ-
ци са два и са разположени при върховете на зъбите. 

2.2 Двустранно коригиране на еволвентните колела  
Геометрията на зъбните колела се определя с помощта на 

показаното на фиг. 2 инструментално гребенно зацепване. В то-
зи общ случай относителното разположение на инструмента 
спрямо нарязваното колело е получено чрез изместване на про-
филите от  ОИК  в две направления – радиално и тангенциално. 



Големината на изместванията се определя от равенствата 
(2)                  mxX = ,              mxX ττ = , 
в които x  и τx  са коефициенти на съответното изместване. 
 

 
Фиг.2 Инструментално гребенно зацепване 

 
Радиалното и тангенциалното изместване оказват влияние вър-
ху дебелината на зъбите s  по делителната окръжност (с радиус 
r ) на колелото, определена от обобщеното равенство 
(3)                       )]^tgtg(2/[ ααπ τ +++= xxms  

В зависимост от големината на съответното изместване и 
съпоставянето на дебелината s с ширината на медузъбието ,e на 
фиг. 3 се предлага нова класификация на зъбните колела, при 
която познатите разновидности от ТТ са дадени  в лявата част. 

Като се вземе предвид, че mps π5,05,0 ==  при es= , от ра-
венство (3) се намира допълнително разграничително условие  
(4)                                   0)^tgtg( =++ αατ xx , 
чието удовлетворяване дефинира нов вид еволвентни колела, 
наречени  „равновесно коригирани”. Общият брой на всички 
разновидности в предложената класификация е тринадесет. За 
сравнение при традиционното коригиране разновидностите са 
само три (нулевo, x-положително и x-отрицателно колело). 

 

 
Фиг.3 Разновидности на еволвентните зъбни колела 
 
От избора на x и xτ в значителна степен зависят геометри-

ята на зъбните колела, качествените показатели на зъбното за-
цепване и товароносимостта на предавката. Поради това избо-
рът на рационални стойности на коефициентите на радиално и 
тангенциално изместване се явява един от основните етапи в 
обобщеното геометрично проектиране на зъбната предавка. 

3. Обобщено  проектиране на цилиндрични 
предавки с външно еволвентно зацепване 

3.1 Обобщено образуване на еволвентното зацепване 
Принципът, по който се образува еволвентното зацепване, 

в най-общия случай се изяснява с помощта на фиг. 4, на която 
във взаимна връзка са показани инсрументалните зацепвания 
на произвеждащите гребени ПГ1 и ПГ2 с двете колела на пре-
давката и еволвентното зацепване, получено от тези колела. 
Образуването на показаното зацепване се предхожда от предва-
рителен избор на конкретен ОИК. С този ОИК и зададените ко-
ефициенти xτ 1 и xτ 2 на тангенциално изместване се намира гео-
метрията на произвеждащите гребени. Всеки от тези два произ-
веждащи гребена може да е с нулево, положително или отрица-
телно тангенциално изместване на страничните профили, дока-
то при ОИК такова изместване не съществува. По-нататък чрез 
коефициентите x1 и x2 на радиално изместване се намира отно-
сителното разположение на произвеждащите гребени спрямо 
формообразуваните колела. От получените две инструментални 
зацепвания се определя геометрията на зъбните колела. Впос-
ледствие след зацепване на получените колела се образува 
еволвентната зъбна предавка. 

 

 
Фиг.4 Обобщено образуване на еволвентното зацепване 

 
Ъглите на зацепване wα и ^

wα  в получената предавка се 
определят след решаване на следната система уравнения [2] 

(5) 
^

21

^
^ invinv

)tg(tg2
invinv αα

αα
αα τ ++

+

++
=+ ΣΣ

zz
xx

ww , 

^^ coscoscoscos αααα =ww , 

в която 21 τττ xxx +=Σ , 21 xxx +=Σ , а с 1z и 2z е означен броят на 
зъбите на двете колела, участващи в еволвентното зацепване. 



3.2 Класификация на еволвентното зацепване 
Всяко от зъбните колела, което участва в образуваното на 

фиг. 4 зъбно зацепване, може да е коригирано по различен на-
чин в радиално и тангенциално направление. В резултат на то-
ва се получава голямо разнообразие на получените еволвентни 
зацепвания. Най-общият признак, по който могат да се разгра-
ничат тези зацепвания, е пряко свързан със съпоставянето на 
делителното междуосово разстояние a (a = r1+r2) с действител-
ното– aw (aw=rw1+rw2). По този признак в предложената на фиг. 5 
класификация, еволвентното зацепване се разделя на три вида: 
гранично (aw= a); положително (aw> a) и отрицателно (aw< a). 

 

 
Фиг.5 Класификация на еволвентнотo зацепване 

 
При aw = a  всеки от профилните ъгли α или α^ е равен на 

съответния ъгъл на зацепване αw или α^
w от активната и пасив-

ната посока на движение. В този случай, при α  = αw  и α^ = α^
w , 

от първото равенство на уравнения (5) се получава 

(6)                       )tg(tg2 ^

21

21 αατττ +−=
+

+
=

Σ

Σ

xx
xx

x
x

. 

Новото разграничително условие (6) дефинира така нареченото 
равновесно изместено зацепване (за нулевото, равноизместе-
ното и равновесно изместеното зацепване  aw= a). Равен-
ство (6) се явява граница за допълнително класифициране на 
зъбните предавки на положителни и отрицателни. При това 
коригираното зацепване е положително, ако лявата страна на 
(6) е по-голяма от дясната, при което αw > α  и  α^

w > α^ и отри-
цателно – в обратния случай, за който αw < α  и  α^

w < α^. 

3.2 Обобщена методика за геометрично проектиране 
Методиката за геометрично проектиране е разработена за 

най-общия случай на еволвентното зацепване, при който зъбни-
те профили са несиметрични, а коригирането на колелата е осъ-
ществено както в радиално, така и в тангенциално направление. 
Начални величини за изчисленията в този случай се явяват не-
зависимите параметри m , α , α ^,  h*,  g1

*, g2
*, g1

^*, g2
^* на ОИК, 

броят на зъбите z1 и z2 на колелата и коефициентите на радиал-
ните хлабини c1

* и c2
* (в общия случай от фиг. 4 се вижда, че 

радиалните хлабини c1 = c1
*m , c2 = c2

*m и височините на пре-
ходните участъци g1, g2, g1

^, g2
^ са различни ). Освен тези вели-

чини в съответствие с решаваната задача при цилиндричните 
предавки с прави зъби се задават още пет взаимно свързани па-
раметъра: аw, x1, xτ 1, x2 и xτ 2 (с аw е означено междуосовото раз-
стояние на предавката).  

При геометричното проектиране на предавката най-често 
се решават две основни задачи. В първата задача, дефинирана 
като права задача, са зададени x1, xτ 1, x2 и xτ 2, а  аw е неизвест-
но. Обратно, при втората задача, позната като обратна задача, 
междуосовото разстояние е зададено. Възможен е и комбини-
ран вариант, при който след решаване на правата задача меж-
дуосовото разстояние се закръгля, след което се решава обрат-
ната задача. Последователността, по която се решава правата 

задача и необходимите формули за изчислителния процес, са 
дадени в работа [2]. По предложената методика е решен числен  
пример, при който: 16=m ; 41 =z ; 72 =z ; ;340=α ;170^=α ;1,2*=h  

;12,0*
1=g  ;14,0*

2=g  ;15,0^*
1 =g  ;35,0^*

2 =g  ;1,0*
1=c  ;06,0*

2=c  
;31,01 =x  ;151,02 −=x  ;2,01 =τx .2,02 −=τx  С резултатите от из-  

численията са построени мащабно показаните на фиг. 4 инстру-
ментални зацепвания на колелата с произвеждащите гребени и 
картината на еволвентното зацепване. При тази несиметрична 
предавка с малък брой зъби на колелата предаването на движе-
нието в активната посока на движение се осъществява без пре-
късване (εα =1,03). За сравнение с традиционното проектиране 
не е възможно да се осигури непрекъснато предаване на движе-
нието с горепосочения брой прави зъби на зацепващите колела.  

Решаването на обратната задача започва с предварително 
определяне ъглите на зацепване αw  и  αw

^  от  равенствата 

(7) ]2cos)(arcos[ 21 ww azzm αα += , ]2cos)(arcos[ ^
21

^
ww azzm αα += . 

след което от уравнението на безхлабинното зацепване 

(8)    )invinvinv)(inv()(2 ^^
21

^ αααααατ −−++=++ ΣΣ wwzztgtgxx  

се  намира  връзката  между  сумарните коефициенти Στx и Σx .  
По-нататък, след уточняване на коефициентите x1, xτ 1, x2, и xτ 2 , 
в съответствие с равенство (8), решението на задачата продъл-
жава в последователността както при правата задача. 

В хода на изчисленията задължително се проверяват огра-
ничителните условия, свързани с: 1) реалното съществуване на 
произвеждащите гребени; 2) подрязването на еволвентните про-
фили; 3) заострянето на зъбите; 4) интерференцията между за-
цепващите профили; 5) коефициента на припокриване. 

С обобщената методика могат да се проектират всички 
разновидности на показаните на фиг.5 еволвентни предавки със 
симетрични и несиметрични зъби. При това традиционната ме-
тодика [4] се получава като частен случай на обобщената. 

4. Резултати от геометричното проектиране и 
сравнителен анализ  

Разработената методика за обобщеното геометрично про-
ектиране на цилиндрични зъбни предавки е възможно да се из-
ползва както за научни изследвания, така и за решаване на кон-
кретни задачи от практиката. Предимствата на обобщеното 
спрямо традиционното проектиране се изразяват в разширяване 
възможностите на геометричния синтез по отношение заостря-
нето на зъбите, използването на зъбни колела с малък брой зъ-
би и увеличаване коефициента на челно припокриване. 

Използването на несиметрични профили в съчетание с 
радиалното и тангенциалното измесване на ОИК позволява ре-
шаването на редица геометрични и якостни задачи. Една от те-
зи задачи е свързана с намирането на най-малкия брой зъби на 
колелата, осигуряващи непрекъснато предаване на движението 
в еволвентната предавка. Използването на зъбни колела с ма-
лък брой зъби позволява: 1) да се увеличи предавателното чис-
ло на предавката при зададен модул и междуосово разстояние; 
2) да се повиши якостта на зъбите чрез увеличаване на модула 
и запазване на габаритите и предавателното число на предавка-
та. При малък брой зъби средствата на традиционната теория 
не позволяват получаване на задоволително решение. В тази 
връзка са решени два числени примера с разработената обоб-
щена методика и получените резултати  са съпоставени с резул-
татите от традиционното проектиране. 

Пример 1. Да се проектира нереверсивна предавка с евол-
вентно зацепване, при която броят на зъбите на колелата е 

41 =z , 222 =z , а междуосовото разстояние - 5,97=wa mm.  
Основните резултати от решението на задачата, получени 

чрез традиционното проектиране със стандартен изходен кон-
тур (БДС 1526-78) и обобщеното проектиране с несиметрични 
зъбни профили, са показани в табл. 1. Едновременно с това ма-
щабно са построени картината на традиционното и картината 
на несиметричното зацепване при зададения брой зъби. 



Т а б л и ц а 1              Симетрично и несиметрично зацепване 
Традиционно проектиране Обобщено проектиране 

 

 
 

 

 
 

Брой зъби на колелата от предавката: 41 =z ; 222 =z
Параметри на изходния контур 

7=m ; 020=α  
15,0 *** =−= chha  

25,0*=c  

7=m ; ;300=α ;100^=α ;2,2*=h
;08,0*

1=g  ;1,0*
2=g  ;06,0^*

1 =g  
;12,0^*

2 =g  ;05,0*
1=c  03,0*

2=c  
Изместване на изходния контур (корекция на колелата) 

7,01=x ;  4334,02=x     5,01=x ;  4236,02=x ;
51,01=τx ;  16,02 −=τx  

Диаметрални размери на зъбните колела  [mm] 
;63,231=ar ;15,101=fr ;66,111=br  
;60,852=ar ;28,712=fr 36,722=br

88,241=ar 80,91=fr 13,121=br 79,13^
1=br

49,872=ar 27,722=fr 68,662=br 83,75^
2=br

Междуосово разстояние:   5,97=wa mm 
Ъгли на зацепване 

/0 4328=wα  /0 0436=wα ;  /0^ 1223=wα  
Коефициент на челно припокриване 

896,0=αε  101,1=αε ;   755,0^ =αε  
 
Изборът на x1 в традиционното проектиране е определен 

от условието за избягване на подрязването на малкото колело, 
при което чрез скъсяване на зъбите е избeгнато заострянето им. 
При обобщеното проектиране с избора на x1, xτ 1, x2 и xτ 2 е пос-
тигнато максимално припокриване на работните профили. 
 
Т а б л и ц а 2 

Традиционно и нетрадиционно симетрично зацепване 
Традиционно проектиране Обобщено проектиране 

 

 
 

Брой зъби на колелата от предавката: 51 =z ; 502 =z
Параметри на изходния контур: 10=m ; ;200=α 1*=ah ; 25,0*=c  

Изместване на изходния контур (корекция на колелата) 

33,01=x ;  202,02=x     70,01=x ; ;099,02 −=x
25,01=τx ;  35,02 −=τx  

Диаметрални размери на зъбните колела  [mm] 
;98,371=ar ;80,151=fr ;49,231=br  
;7,2612=ar ;5,2392=fr ;92,2342=br  

;99,401=ar ;50,191=fr ;49,231=br
;0,2582=ar ;5,2362=fr 92,2342=br

Междуосово разстояние:   280=wa  mm 
Ъгъл на зацепване:  ///0 403822=wα  
Коефициент на челно припокриване 

868,0=αε  099,1=αε

С отсечката ab, наклоненa под ъгъл αw спрямо перпенди-
куляра на междуосовото разстояние, в двете изображения са оз-
начени линиите на зацепване в работната посока на движение. 
На фигурите е показан моментът, в който една двойка профили 
влиза в зацепване в началната точка a. В същия момент пред-
хождащата двойка профили е излязла от зацепване при тради-
ционното проектиране. В разглеждания момент при несимет-
ричното зацепване предхождащата двойка профили е също в 
зацепване. Това се потвърждава от получените коефициенти на 
челно припокриване (при традиционното проектиране εα <1 , а 
при обобщеното проектиране εα >1). Следователно с традици-
онното проектиране не може да се реализира еволвентна пре-
давка със зададения брой зъби, докато при обобщеното проек-
тиране с показаната несиметрична предавка може да се осъ-
ществи еднопосочно предаване на движението. 

Пример 2. Да се проектира реверсивна еволвентна пре-
давка, при която 51 =z , 502 =z  и 280=wa mm.  

И в този пример задачата е решена както с традиционната, 
така и с обобщената методика на геометрично проектиране. 
Тъй като от зъбната предавка се изисква реверсиране на движе-
нието, и при двата случая на проектиране е избрано симетрич-
но зацепване, дефинирано със стандартните параметри на из-
ходния контур. Основното различие между двата начина на 
проектиране произтича от начина на коригиране на зъбните ко-
лела. При традиционното проектиране колелата са коригирани 
само радиално, а при обобщеното проектиране коригирането е 
двустранно. Вследствие на тангенциалното коригиране зъбите 
на малкото колело при обобщеното проектиране се удебеляват 
и стават по-високи, благодарение на което коефициентът на 
челно припокриване е по-голям. От съпоставянето на двете си-
метрични предавки се вижда, че при традиционното проектира-
не предавката е неработоспособна (εα=0,868), докато при обоб-
щеното проектиране движението се предава непрекъснато. 

5. Заключение 
Предложеният метод за геометрично проектиране на ци-

линдрични еволвентни предавки се отнася за най-общия слу-
чай, при който зъбното зацепване е двустранно (радиално и 
тангенциално) изместено, с несиметрични профили, с различни 
преходни криви в основата на зъбите, с наличие и отсъствие на 
подрязване в еволвентните профили и с две различни радиални 
хлабини. При това разработената методика е приложима за вся-
ка разновидност на еволвентното зацепване, без необходимост 
от нови изчислителни формули. В практически смисъл с обоб-
щената методика се осигурява аналитична възможност за реа-
лизиране на един общ софтуерен продукт за компютърно про-
ектиране на всички видове еволвентни зъбни предавки . 
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